



















LOCALISATION DE FAISCEAUX CARACTÈRES
PRAMOD N. ACHAR ET ANNE-MARIE AUBERT
Résumé. Nous obtenons une formule pour les valeurs de la fontion araté-
ristique d'un faiseau aratère en fontion de la théorie des représentations de
ertains groupes nis, liés au groupe de Weyl. Cette formule, qui généralise des
résultats antérieurs de M÷glin et de Waldspurger, dépend de la onnaissane
de ertains sous-groupes rédutifs admettant un faiseau aratère uspidal.
Dans un seond temps, an de rendre la formule plus expliite dans le as d'un
groupe quasi-simple, nous déterminons es sous-groupes à onjugaison près.
Abstrat.We obtain a formula for the values of the harateristi funtion of
a harater sheaf, in terms of the representation theory of ertain nite groups
related to the Weyl group. This formula, a generalization of previous results
due to M÷glin and Waldspurger, depends on knowledge of ertain redutive
subgroups that admit uspidal harater sheaves. For quasi-simple groups, we
make the formula truly expliit by determining all suh subgroups upto onju-
gation.
1. Introdution
SoitG un groupe algébrique rédutif onnexe sur la lture algébrique d'un orps
ni Fq et déni sur e dernier. Nous noterons G = G
F
le groupe (ni) des éléments
deG xés par l'endomorphisme de Frobenius F assoié à la struture Fq-rationnelle
du groupe G.
Soit L un sous-groupe de Lévi d'un sous-groupe parabolique de G. Nous notons
Lder et Z
◦(L) respetivement son groupe dérivé et la omposante neutre de son
entre. Nous onsidérons une lasse de onjugaison O de L/Z◦(L), nous notons Σ
l'image réiproque de elle-i dans L via la projetion naturelle L→ L/Z◦(L) et Σss
l'ensemble des parties semi-simples des éléments de Σ. Nous supposons l'existene
d'un système loal E sur Σ tel que la paire (Σ, E) soit uspidale au sens de [4, 2.4℄.
Soit g un élément de G, xé une fois pour toutes. Nous l'érivons g = σv, où σ
est semi-simple et v est unipotent et ommute à σ. Nous posons H := Z◦
G
(σ).




−1) ∩H = ZH(xZ
◦(L)x−1)
et onsidérons l'ensemble
M = {Mx : x
−1σx ∈ Σss}
de sous-groupes de Lévi de H (isomorphes ar onjugués sous G). Nous dirons que
deux éléments de M sont équivalents s'ils sont onjugués sous H. L'ensemble M
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est ainsi partitionné en un nombre ni de lasses d'équivalene
M =M1 ⊔ · · · ⊔Mr.
Nous démontrerons au Théorème 6.2 que, si G est semi-simple, quasi-simple, et




7 , alors tous les membres de M sont
onjugués sous H et que si G est l'un de es quatres groupes, alors M se répartit
en une ou deux lasses de onjugaison sous H.









WHMj := NH(Mj)/Mj et W
G
L := NG(L)/L.
Soit aj l'élément de W
G
L
tel que F (aj) soit l'image de g
−1











Le morphisme de Frobenius agit à la fois sur WG
L
et sur haun des WH
Mj
, mais
le plongement ιj n'est en général pas équivariant pour es deux ations. Nous gar-




pour l'automorphisme de WG
L
induit par le





l'automorphisme inverse à elui qui est





le produit semi-diret de WH
Mj
par le groupe ylique engendré par ηj .
Nous notons Irr(WH
Mj




s'étendent en des représentations de W˜H
Mj
. Pour tout E′ ∈ Irr(WH
Mj
)ex, nous xons
une fois pour toutes une extension E˜′ à W˜H
Mj
.
Nous assoions à tout élément w de WH
Mj
une ertaine fontion de Green Qw













Nous prenons pour E (système loal sur Σ) l'image réiproque, sous l'appliation
naturelle L → L/Lder × L/Z◦(L), du produit tensoriel externe d'un système loal
Kummerien de rang 1 sur le tore L/Lder et d'un système loal irrédutible L-
équivariant sur O. Nous supposons que la paire uspidale (Σ, E) est F -stable, et
xons un isomorphisme ϕ0 : F
∗E
∼
→ E . Nous posons
WGΣ,E :=
{
n ∈ NG(L) : nΣn





Nous supposons que WGΣ,E est produit semi-diret d'un groupe de Coxeter ni par
un groupe abélien ni (dans le as où le entre de G est onnexe, WGΣ,E est un
groupe de Coxeter ni, voir par exemple [9, (5.16)℄, [10,  4.2℄). Nous notons Φ+Σ,E
l'ensemble des raines positives assoiées à e groupe de Coxeter. Soit
ZΣ,E =
{
n ∈ NG(L) : F (nΣn
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Il existe un élément unique w1 du groupe de Weyl de G tel que ZΣ,E = w1W
G
Σ,E et








tout élément de Φ+Σ,E sur une raine positive. Soit W˜
G
Σ,E le produit semi-diret de
WGΣ,E par le groupe ylique engendré par γ1. Nous notons Irr(W
G
Σ,E )ex l'ensemble
des représentations irrédutibles de WGΣ,E qui s'étendent en des représentations de
W˜GΣ,E . Pour E ∈ Irr(W
G
Σ,E)ex, nous hoisissons une extension E˜ de E qui est dénie
sur Q.









pour 1 ≤ j ≤ r. Dans haque double lasse ν ∈ Nj , nous hoisissons, une fois pour
toutes, un représentant wν , nous posons







et nous dénissons deux plongements omme suit :











Nous introduisons maintenant une famille d'aouplements, paramétrée par les Nj ,
qui relient les ensembles Irr(WGΣ,E )ex et Irr(W
H
Mj
)ex. Soit ν ∈ Nj . Si E ∈ Irr(WGΣ,E )ex










Nous hoisissons un représentant w˙1 de w1 dans NG(L) ainsi qu'un élément gw˙1 de





, Σw1 = gw˙1Σg
−1
w˙1
, Ew1 = ad(g−1w˙1 )
∗E .
Nous posons
A0 = IC(Σ¯, E)[dimΣ]
(lequel est un faiseau aratère uspidal sur L, si la aratéristique de Fq est bonne
pour G) et nous notons
K = K(L,Σ, E) = indGP A0
le faiseau pervers semi-simple sur G paraboliquement induit à partir de A0 au
sens de Lusztig ; K est naturellement muni d'une struture mixte, nous notons
ϕ : F ∗K
∼
→ K l'isomorphisme orrespondant à ette dernière et χK,ϕ : G → Q¯ℓ
la fontion aratéristique de (K,ϕ). Les omposantes irrédutibles de K sont des
faiseaux aratères F -stables (la struture mixte ϕA : F
∗A
∼
→ A sur un tel faiseau
aratère A est induite par ϕ) et tout faiseau aratère F -stable sur G est une
omposante d'un induit de e type.
Nous dénissons alors
Kw1 := K(Lw1 ,Σw1 , Ew1),
nous xons ϕw10 : F
∗Ew1
∼
→ Ew1 de sorte que l'isomorphisme F ∗A0
∼
→ A0 induit
oïnide ave ϕA0 et nous notons ϕ
w1 : F ∗Kw1
∼
→ Kw1 l'isomorphisme par ϕ.
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où VA = HomMG(A,K
w1) est une représentation irrédutible de WGΣ,E .
Pour tout faiseau aratère A = AE , ave E ∈ Irr(WGΣ,E)ex, nous obtenons au












Un as partiulier de la formule i-dessus (elui orrespondant à σ = 1), dû à
Lusztig (f. [6℄) a été l'un des ingrédients essentiels de [1℄. Dans le as opposé au
préédent (orrespondant aux faiseaux aratères dans la série unipotente), une
formule du type i-dessus a été obtenue par Shoji en [11, Lemma 4.5℄. Des formules
générales pour les groupes sympletiques et spéiaux orthogonaux gurent dans les
travaux de M÷glin et Waldspurger (l'entier r est alors égal à 1). Notre formule
en est inspirée (en partiulier de [12, Proposition 7.2℄) et notre démonstration est
une ombinaison de [7, Proposition 2.16℄ et [12, Lemme 7.1℄. Notre formule est
ependant moins expliite que dans lo. it. dans la mesure où nous n'avons pas
expliité les strutures mixtes onernées.
2. Quelques Rappels sur les Faiseaux Caratères
2.1. Complexes admissibles. Soient F¯q la lture algébrique d'un orps ni Fq
de aratéristique notée p et G un groupe algébrique rédutif onnexe sur F¯q qui est
déni sur Fq. Nous noterons F l'endomorphisme de Frobenius assoié à la struture
Fq-rationnelle de G et G le groupe (ni) G
F
des points de G xes par F .
Nous notons M(G) la atégorie des faiseaux pervers sur G.
Soit L un sous-groupe de Lévi d'un sous-groupe parabolique P de G. Nous
notons Lder le groupe dérivé de L et T1 la omposante neutre Z
◦(L) du entre de
L (don L = ZG(T1)).
Soit Σ l'image réiproque dans L d'une lasse de onjugaison O de L/T1 sous
la projetion naturelle L → L/T1. Soit E un système loal sur Σ, qui est l'image
réiproque, sous l'appliation naturelle L → L/Lder × L/T1, de L′ ⊠ E ′, où L′ est
un système loal Kummerien de rang 1 sur le tore L/Lder et E ′ est un système loal
irrédutible L-équivariant (pour l'ation de onjugaison) sur O.
Nous supposons que la paire (Σ, E) est uspidale au sens de [4, 2.4℄. Nous la sup-
posons aussi F -stable (i.e., F (Σ) = Σ et F ∗E
∼
→ E), nous xons un isomorphisme
ϕ′ : F ∗E ′
∼
→ E ′ et notons ϕ0 : F ∗E
∼
→ E l'isomorphisme induit par ϕ′. Nous posons
A0 = IC(Σ¯, E)[dimΣ].
Remarque 2.1. Si la aratéristique p est presque bonne pour G (i.e., p est bonne
pour tout fateur de G de type exeptionnel et il n'y a pas de ondition pour les
fateurs de type lassique), alors A0 est un faiseau aratère uspidal sur L.
Soit K = K(L,Σ, E) = indG
P
A0 le faiseau pervers sur G induit à partir de A0
(f. [5, 4.1℄). Il est semi-simple et est naturellement muni d'une struture mixte (f.
[5, 8.1℄). Nous notons ϕ : F ∗K
∼
→ K l'isomorphisme orrespondant et χK,ϕ : G→
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où Hix(K) désigne la bre en x ∈ G du i-ème faiseau de ohomologie H
i(K) de K.
Les omposantes irrédutibles de K sont des faiseaux aratères F -stables (la
struture mixte ϕA : F
∗A
∼
→ A sur un tel faiseau aratère A est induite par ϕ) et




n ∈ NG(L) : nΣn





L'algèbre d'endomorphismes EndMG(K) de K dans G est isomorphe à l'algèbre
de groupe Q¯ℓW
G
Σ,E tordue par un 2-oyle ([4, 3.4℄). Shoji a montré en [9, Lem. 5.9℄
que le oyle est trivial lorsque le entre Z(G) de G est onnexe et que le groupe




n ∈ NG(L) : F (nΣn





Lorsque le entre de G est onnexe, le groupe WGΣ,E est un groupe de Coxeter ni
(voir [9, (5.16)℄ et [10,  4.2℄). En généralWGΣ,E devrait être produit semi-diret d'un
groupe de Coxeter ni par un groupe abélien ni. Nous notons Φ+Σ,E l'ensemble des
raines positives assoiées à e groupe de Coxeter.
Il existe un élément unique w1 du groupe de Weyl de G tel que ZΣ,E = w1W
G
Σ,E








tout élément de Φ+Σ,E sur une raine positive. L'isomorphisme Q¯ℓW
G
Σ,E ≃ End(K)



















Pour f ∈ End(K), on a don γ1(f) = ϕ ◦ F ∗(f) ◦ ϕ−1.
Soit W˜GΣ,E le produit semi-diret deW
G
Σ,E par le groupe ylique engendré par γ1.
Nous notons Irr(WGΣ,E )ex l'ensemble des représentations irrédutibles de W
G
Σ,E qui
s'étendent en des représentations de W˜GΣ,E . Pour E ∈ Irr(W
G
Σ,E)ex, nous hoisissons
une extension E˜ de E qui est dénie sur Q.
Nous assoions à tout élément w de NG(L)/L le sous-groupe de Lévi L
w
(F -
stable) de G déni omme suit : nous hoisissons un représentant w˙ de w dans
NG(L) ainsi qu'un élément gw˙ de G tel que g
−1






(3) Σw = gw˙Σg
−1
w˙ , E
w = ad(g−1w˙ )
∗E , Kw = K(Lw,Σw, Ew),
et soient ϕw0 : F
∗Ew
∼
→ Ew et ϕw : F ∗Kw
∼
→ Kw les isomorphismes respetivement
induits par ϕ0 et par ϕ.
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Nous onstruisons ϕw1w0 : F
∗Ew1w
∼
→ Ew1w et ϕw1w : F ∗Kw1w
∼
→ Kw1w au moyen
de w˙ ◦ ad(w˙)∗ϕw10 : (Fw˙1w˙)
∗E
∼
→ E . Nous xons ϕw10 , omme il est loisible, de sorte
que ϕw10 : F
∗A0
∼
→ A0 oïnide ave ϕA0 = ϕ0.





où VA = HomMG(A,K
w1) est une représentation irrédutible de WGΣ,E .




A. Ensuite, munissons VA d'une struture de W˜
G
Σ,E -module omme suit : pour tout
v ∈ VA, posons γ
−1
1 · v = ϕ
w1 ◦ F ∗(v)ϕA. Il est faile de vérier que ette struture
est bien dénie : pour tout θ ∈ End(K), on a
γ1(θ)(γ
−1
1 · v) = (ϕ
w1 ◦ F ∗(θ) ◦ (ϕw1)−1) ◦ (ϕw1 ◦ F ∗(v) ◦ ϕA)
= ϕw1 ◦ F ∗(θ ◦ v) ◦ ϕA = γ
−1
1 · (θ ◦ v).
Soit E une représentation irrédutible deWGΣ,E isomorphe à VA. Quitte à rempla-
er ϕA par le produit de elui-i par une raine de l'unité, nous pouvons supposer
que VA est isomorphe à E˜ omme représentation de W˜
G
Σ,E , pour tout A = AE où
νA orrespond à γ
−1
1 sur E˜. Les arguments similaires à eux de [5, 10.4, 10.6℄, [9,














2.2. La formule du aratère. Pour déterminer la valeur de χAE sur un élément
g de G, nous sommes don ramenés à aluler χKw1w,ϕw1w(g). Pour ela, nous
érivons g = σv, où σ est semi-simple et v est unipotent et ommute à σ et nous
allons utiliser la formule du aratère qui suit.
Nous notons Σss l'ensemble des parties semi-simples des éléments de Σ, et nous
posons H := Z◦
G
(σ) et H = HF .
Soit x un élément de G tel que x−1σx ∈ Σss. On a alors σ ∈ xLx−1. Posons
(6) Mx := (xLx
−1) ∩H.
Le groupe Mx est un sous-groupe de Lévi d'un sous-groupe parabolique de H.
Nous notons Ox l'ensemble des éléments unipotents v′ de H tels que σv′ ∈
xΣx−1. L'ensembleOx est une lasse unipotente deMx (f. [5, Proposition 7.11()℄).
Soit Fx le système loal sur Ox, déni omme l'image réiproque de E sous l'appli-
ation v 7→ x−1σvx de Ox dans Σ. Cette appliation étant dénie sur Fq, l'isomor-
phisme ϕ0 : F
∗E
∼
→ E induit un isomorphisme ϕx : F ∗Fx
∼
→ Fx.
Soit maintenant 1⊠Fx l'image réiproque de Fx sous l'appliation Z◦(Mx)Ox →
Ox. La paire (Z
◦(Mx)Ox, 1⊠ Fx) est une paire uspidale F -stable sur Mx.
Soit Ax = IC(Z◦(Mx)Ox, 1⊠ Fx). C'est un faiseau aratère uspidal sur Mx.
Nous posons KHx = ind
H
Mx
(Ax). La restrition de Ax à la variété unipotente de Mx
(et don elle de KHx à la variété unipotente de H) n'est pas identiquement nulle.
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La fontion de Green généralisée QH
Mx,Ox,Fx,ϕx
sur la variété unipotente de H
est dénie par (f. [5, (8.3.1)℄) :
(7) QH
Mx,Ox,Fx,ϕx(v) := χKHx ,ϕ(v), pour tout élément unipotent v de H.
On a la formule du aratère suivante ([5, Theorem 8.5℄) :








Remarque 2.2. L'équation (5), suivie de (8) appliquée à χKw1w,ϕw1w , puis de (4)
appliquée à haun des χKHx ,ϕx fournit une ertaine expression de χAE ,ϕA . Pour
obtenir une formule réellement expliite il faudrait être en mesure de aluler les
divers isomorphismes ϕ? et de dérire plus préisément
{x ∈ G : x−1σx ∈ Σss}.
Ce dernier point est traité par Shoji en [9, Lemma 4.5℄, sous l'hypothèse (vériée
dans les groupes simples adjoints de type B, C ou D) que deux éléments semi-
simples isolés dans un groupeG donné
1
et possédant des entralisateurs isomorphes
sont onjugués dans G : si nous xons un élément g0 = σ0v0 de Σ, la ondition
x−1σx ∈ Σss est alors équivalente à la ondition que Mx soit un sous-groupe de
Lévi de H onjugué sous G à Z◦
G
(σ0).
Soit w ∈ WG
L
. Nous noterons kL,Σ,E(w) = k(w) la fontion trae du omplexe
tordu Kw. L'équation (8) appliquée à Kw donne :

























3.1. Sous-groupes de Lévi dans H. On garde toutes les notations du paragrphe
préédent : G est un groupe rédutif ; L est un sous-groupe de Lévi possédant une
paire uspidale (Σ, E) ; Σss est l'ensemble des parties semi-simples des éléments de
Σ ; et g = σv est l'élément en lequel on veut aluler la valeur de χAE . Considérons
l'ensemble
(10) M = {Mx : x




(On n'exige pas que x ∈ G ii). Ainsi que nous l'avons déjà remarqué, tout Mx
est un sous-groupe de Lévi du groupe rédutif H. Rappelons que les sous-groupes
de Lévi d'un groupe rédutif à onjugaison près sont paramétrés par les orbites
du groupe de Weyl sur l'ensemble des sous-graphes du graphe de Dynkin. En par-
tiulier, il y a, à onjugaison près, un nombre ni de sous-groupes de Lévi. Par
onséquent, M est partitionné en un nombre ni de lasses d'équivalene
(11) M =M1 ⊔ · · · ⊔Mr,
où Mx et My sont dits équivalents s'ils sont onjugués sous H. (Nous verrons à la
Setion 6 que si G est quasi-simple, alors r ≤ 2, et en fait r = 1 dans la plupart
des as).
1
Un élément semi-simple σ de G est dit isolé si H a même rang semi-simple que G.
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Remarque 3.1. Il est à noter que tous les membres de M sont onjugués sous
G, et don isomorphes. En eet, il est lair que haque Mx est onjugué sous G
au entralisateur dans L d'un élément de Σss. Mais il s'ensuit de la dénition de Σ
que tous les éléments de Σss sont onjugués à multipliation par un élément entral
près, et don leurs entralisateurs sont onjugués dans L.






aj et Mj := Mgaj = ZH(T
H
j ).
Ensuite, soit aj l'élément deW
G
L
tel que F (aj) soit l'image de g
−1




Le groupe Mj est un sous-groupe de Lévi de H. Nous posons
(13) WHMj := NH(Mj)/Mj.
Exemple 3.2. Supposons qu'il existe un élément x1 de G tel que x
−1
1 σx1 ∈ Σ
w
ss.












1 ⊂ H. Dans e as aj = w.
On remarque aussi que NH(T
H
j ) = NH(Mj) et NG(T1) = NG(L).
De l'appliation
(14) ι˜j : NH(Mj)→ NG(L), h 7→ g
−1
aj hgaj
se déduit un plongement






Bien que le morphisme de Frobenius agisse et sur WG
L
et sur tous les WH
Mj
, il
est à noter que le plongement ιj n'est en général pas équivariant pour es deux




pour l'automorphisme de WG
L





l'automorphisme inverse à elui
qui est induit par le Frobenius sur WH
Mj
. Il s'ensuit des dénitions de ι˜j et de aj
que
ι˜j(F (h)) = g
−1
aj F (h)gaj
= g−1aj F (gaj )F (g
−1
aj hgaj )F (gaj )
−1gaj = F (aj)F (ι˜j(h))F (aj)
−1
Remplaçons F (h) par son image w dans WH
Mj
et ι˜j par ιj . On obtient l'égalité
ιj(w) = F (aj)F (ιj(ηj(w)))F (aj)
−1
, ou, autrement dit,
(16) ajιj(ηj(w)) = F
−1(ιj(w))aj .
Désormais, nous identions WH
Mj
ave son image par ιj . Si w ∈ WHMj , il n'y a
don auune ambiguïté dans la notation F (w) : 'est l'image sous le morphisme de
Frobenius de w en tant qu'élément de WG
L
.
3.2. Ations de Frobenius et Doubles Classes dans WG
L















. De plus, les orbites de ette ation sont en
bijetion ave les lasses de ηj-onjugaison dans W
H
Mj
, via la bijetion évidente
WH
Mj
↔ ajWHMj donnée par w! ajw. (Rappelons que deux éléments u, v ∈W
H
Mj
sont dits ηj-onjugués s'il existe un w ∈ WHMj tel que ηj(w)uw
−1 = v).
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Cette situation est parallèle à elle de WGΣ,E et w1W
G







-onjugaison, et les orbites de ette ation sont en bijetion ave
les lasses de γ1-onjugaison dans W
G
Σ,E .
Nous notons ∼ηj , ∼γ1 , et ∼F−1 les relations de ηj-, γ1-, et F
−1
-onjugaison,
respetivement. Si w ∈ WGΣ,E , son stabilisateur sous la γ1-onjugaison sera noté
Zγ1(w). Si w ∈ W
H
Mj
(resp. w ∈ WG
L
), alors Zηj (w) (resp. ZF−1(w)) est déni de
manière semblable.
Ensuite, nous notons W˜H
Mj
le produit semi-diret de WH
Mj
par le groupe ylique
engendré par ηj . Irr(W
H
Mj
)ex désigne l'ensemble des représentations irrédutibles
qui admettent une ation de W˜H
Mj
. Pour tout E′ ∈ Irr(WH
Mj
)ex, nous xons une fois
pour toutes une extension E˜′ en représentation irréduible de W˜H
Mj
.






et elle de WGΣ,E sur w1W
G









Dans haque double lasse ν ∈ Nj , hoisissons, une fois pour toutes, un repré-
sentant wν . Nous posons







et nous dénissons deux plongements omme suit :











Nous remarquons que si l'on remplae wν par wνv, où v ∈ WHMj , alors W (ν) ne
hange pas, ar ajW
H
M j
est stable sous F−1-onjugaison par v. D'autre part, si l'on
remplae wν par ywν , où y ∈WGΣ,E , alorsW (ν) est remplaé par son F
−1
-onjugué
F−1(y)W (ν)y−1 ⊂ w1W
G
Σ,E .





−1(t)aj}. Alors |P (t)| = |W (ν)|.
Démonstration. Montrons le lemme d'abord dans le as où t = wν . Si ywνz =
w−11 F
−1(wν)aj , alors w1y = F
−1(wν)ajz
−1w−1ν , et don w1y ∈ W (ν). L'applia-
tion φ : P (wν) → W (ν) dénie par (y, z) 7→ w1y est injetive puisque z est déter-
miné par y. D'autre part, ette appliation est aussi surjetive : si w ∈W (ν), alors
posons y = w−11 w ∈ W
G










−1(wν)aj , et don (y, z) ∈ P (wν) et φ(y, z) = w.





l'argument du paragraphe préédent montre que |P (t)| = |W ′(ν)|, et d'autre part,
les remarques qui préèdent le lemme montrent que |W (ν)| = |W ′(ν)|. 
Nous introduisons maintenant une famille d'aouplements, paramétrée par les
Nj , qui relient les ensembles Irr(WGΣ,E )ex et Irr(W
H
Mj
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3.3. Fontions de Green. Pour tout j et tout w ∈ WH
Mj
, nous hoisissons un
représentant w˙ ∈ NH(Mj) ainsi qu'un élément hw˙ ∈ H tel que h
−1













j sont onjugués sous H si et seulement si




Révisons la onstrution de la fontion de Green généralisée QH
Mx,Ox,Fx,ϕx
. Nous
allons d'abord vérier que sa dénition ne dépend pas de x, mais seulement du






plus, si Mx et My sont onjugués sous H , alors leurs fontions de Green respetives
sont égales.
Remarque 3.4. Nous supposons que les groupes Mx et My égaux et que, soit H,
soit L, est égal à G. L'égalité des groupes Mx et My est alors équivalente à elle
de xLx−1 et de yLy−1 (en eet, si H = G, nous avons Mx = xLx
−1
, et si L = G,
nous avons xLx−1 = G, et, par onséquent, Mx = H). Il existe alors n ∈ NG(L)
tel que y = nx et l'orbite unipotente Oy s'érit
Oy =
{




v′′ ∈ G : σ(n−1v′′n) ∈ xΣx−1
}
,
puisque σ est entral dans G, autrement dit, Oy = nOxn−1.






Démonstration. Nous supposons les groupes Mx et My égaux.
• Égalité de Ox et de Oy. Si Mx = My = G, on a en partiulier H = G, et don
il résulte de la remarque 3.4 que Ox = Oy.
Nous supposons dorénavant Mx = My 6= G. Lorsque G est un groupe de type
exeptionnel, la Table 1 montre que les seuls as à onsidérer sont les suivants :
(1) G = Ead7 ou G = E8 et Mx = xLx
−1 = E6 (p = 3) : d'après [5, Proposi-
tion 20.3.(a)℄ la lasse unipotente régulière de Mx est la seule à porter un
système loal uspidal,
(2) G = E8, Mx = xLx
−1 = E7 (p = 2) : d'après [5, Proposition 20.3.()℄ la
lasse unipotente régulière de Mx est la seule à porter un système loal
uspidal,
(3) G = L = E8, Mx = E7×A1 (p 6= 2) : il n'y a pas de système loal uspidal
à support unipotent dans E7 lorsque p 6= 2, don e as ne se produit pas,
(4) G = L = E8, Mx = E6 ×A2 (p 6= 2) :
(a) si p 6= 3, d'après [5, Proposition 20.3℄ la lasse unipotente E6(a3) est
la seule à porter des système loaux uspidaux,
(b) si p = 3, la lasse unipotente régulière de E6 est la seule à porter des
système loaux uspidaux.
Dans haun des as énumérés i-dessus, il y a don au plus une lasse unipotente
portant des système loaux uspidaux, don néessairement Ox = Oy.
• Isomorphie de Fx et de Fy. Dans haun des as (1), (2) et (4), la remarque 3.4
s'applique et montre qu'il existe n ∈ NG(L) tel que y = nx. D'après [5, (8.3.2)℄, pour
dénir la fontion de Green généralisée QH
Mx,Ox,Fx,ϕx
, nous aurions pu remplaer E
par un système loal E1 déni omme l'image réiproque sous l'appliation naturelle
L→ L/Lder×L/T1, de Q¯ℓ⊠E
′
, où E ′ est un système loal irrédutible L-équivariant
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sur O. Nous savons, d'après [4, Theorem 9.2℄, que le groupe WGΣ,E1 est isomorphe à
NG(L)/L. L'élément n vérie don (ad(n))
∗E1 ≃ E1. Nous avons vu que Ox = Oy.
Il s'ensuit que Fx ≃ Fy.
• Indépendane de la struture mixte. L'argument qui suit est inspiré de elui
utilisé par Shoji dans la preuve de [11, Lemme 4.5℄. Nous notons enore ϕ0 l'isomor-
phisme ϕ0 : F
∗E1
∼
→ E1 induit par ϕ′ : F ∗E ′
∼




→ Fx, on a
Tr(ϕx, (Fx)v′) = Tr(ϕ0, (E1)x−1σv′x), pour tout v
′ ∈ OFx .
Notons n¯ l'image de n par la projetion L→ L/T1. L'ation par onjugaison de n¯
sur L/T1 induit un isomorphisme (adn¯)
∗E ′
∼
→ E ′ ompatible ave l'isomorphisme
ϕ′ : F ∗E ′
∼
→ E ′. Il en résulte que Tr(ϕ′, E ′p(x−1σv′x)) = Tr(ϕ
′, E ′p(y−1σv′y)), où p est la
projetion naturelle de Σ sur Σ/T1. L'égalité de Tr(ϕx, (Fx)v′) et de Tr(ϕy, (Fy)v′)
s'ensuit. La struture mixte ne dépend don que de Mx. 
Pour tout w ∈WH
Mj
, posons
(18) Qw := la fontion de Green assoiée à M
w
j .
D'après le paragraphe préédent, Qw est bien déni, et
Qw = Qw′ si w et w
′
sont ηj-onjugués.





















4. La Formule du Caratère
Dans ette setion, nous établissons le résultat prinipal en trois étapes. La
première étape (le Lemme 4.1) onsiste à modier la formule (9) de manière qu'il
n'y reste auune mention d'éléments de G. Dans la seonde étape (le Lemme 4.2),
on fait intervenir les ensembles de doubles lasses Nj dans la formule. Cela permet
enn d'érire au Théorème 4.3 la formule herhée pour χAE .















Démonstration. D'après (9), on a
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Soit x ∈ G tel que x−1σx ∈ Σw1wss . Il s'ensuit que g
−1
˙(w1w)











x appartient à l'ensemble M, et don à un ertain Mj, où
j = j(w, x) ∈ {1, . . . , r}. Ensuite, Mw1wx , étant F -stable, est onjugué sous H à un
M
w′
j , où w
′ ∈WH
Mj
est unique à ηj-onjugaison près. Cette lasse de ηj-onjugaison













De plus, si w′ ∈ C(w, x), le fait que
Z◦(Mw
′









sont onjugués sous G implique que les images dansWG
L









aj F (gaj ) = ι˜(F (w˙
′))g−1aj F (gaj ),
g−1˙(w1w)
x−1F (xg ˙(w1w)) = F (
˙(w1w)).
Leurs images dans WG
L
sont η−1j (w
′)F (aj) et F (w1w), respetivement. De la dé-
nition de ηj se déduit la formule η
−1
j (w
′) = F (ajw
′a−1j ). On sait don que
F (ajw
′) ∼F−1 F (w1w). Il est lair que F respete les lasses F
−1
-onjugaison,
et la ondition préédente équivaut à e que
ajw
′ ∼F−1 w1w.
Pour haque lasse de ηj-onjugaison C ⊂WHMj , posons
Y (C) = {x ∈ G : x−1σx ∈ Σw1wss , j(w, x) = j et C(w, x) = C}.
L'ensemble Y (C) est vide sauf si un (et don tout) membre de ajC est F
−1
-onjugué
à w1w. Choisissons un représentant w
′
C de haque lasse. Le ardinal |M
w′C
j | et
la fontion de Green Qw′
C
sont tous deux indépendants du hoix de w′C . La for-
mule (19) devient don :

















L'élément x ne joue plus auun rle dans la formule ; on peut remplaer la deuxième
somme i-dessus par le ardinal de Y (C). Ensuite, on peut remplaer la somme sur




pourvu qu'on divise aussi haque terme par le ardinal de la lasse orrespondante.
Ce ardinal est égal à |WH
Mj
|/|Zηj (w
′)|, et l'on obtient don
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Ii, Y (w′) désigne l'ensemble Y (C), où C est la lasse de ηj-onjugaison de w
′
.








La formule herhée s'ensuit. 













Démonstration. Il est lair que pour tout w′ gurant dans la somme du Lemme 4.1,
le ardinal de l'ensemble des t ∈WG
L
tels que F−1(t)ajw





















Pour tout t, soit ν(t) la double lasse WGΣ,E tW
H
Mj




























































La ondition ywνz = w
−1F−1(t)aj implique que t
−1 = F (a−1j w
−1
ν y
−1w−11 ), et la
ondition F−1(t)ajw






























La ondition dans la troisième somme peut également s'érire sous de nombreuses




−1w−11 ) = w
wνzw
′F (ajz
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La dernière de es possibilités équivaut à l'énoné suivant :
Il existe un w ∈W (ν) tel que κ(w) = y−1wγ−11 (y) et λ(w) = zw
′η−1j (z
−1).
























Il est lair qu'on peut remplaer l'égalité κ(w) = y−1wγ−11 (y) par la ondition
κ(w) ∼γ1 w, pourvu qu'on introduise en même temps la multipliité |Zγ1(w)|, et de




















Ensuite, puisque Qw′ ne dépend que la lasse de ηj-onjugaison de w
′
, on peut le
remplaer par Qλ(w). On peut également remplaer |Zηj (w
′)| par |Zηj (λ(w))|, et on





















Le nombre de w′ ∈WH
Mj
tel que λ(w) ∼ηj w
′
est simplement le ardinal de la lasse
































e qui est la formule herhée. 
Enn, nous pouvons ombiner les deux lemmes préédents ave les développe-
ments de la Setion 2.
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Ii, on a utilisé deux onséquenes du fait que κ(w) et w sont γ1-onjugués : d'une
part, |Zγ1(w)| = |Zγ1(κ(w))|, et d'autre part, on en déduit que les éléments γ1κ(w)
et γ1w de W˜
G
Σ,E sont onjugués, et don que Tr(γ1w, E˜) = Tr(γ1κ(w), E˜).
Ensuite, on peut simplement enlever l'expression entre parenthèses i-dessus :
le nombre de w ∈ WGΣ,E qui sont γ1-onjugués à κ(w) n'est autre que le ardinal







































5. Classifiation des Sous-groupes de Lévi admettant un Faiseau
Caratère Cuspidal
SupposonsG semi-simple et quasi-simple. Nous déterminons dans ette setion la
liste des sous-groupes de Lévi de G (à onjugaison près) qui admettent un faiseau
aratère uspidal. Il n'y a rien d'original ii : Lusztig a donné très expliitement
en [5℄ la liste des groupes quasi-simples qui admettent un faiseau aratère uspidal,
et il a également indiqué en lo. it. un proédé pour déterminer si un groupe
rédutif donné en admet un ou non. Nous ne faisons qu'eetuer e proédé.
Rappelons les étapes de e proédé maintenant. Soit K un groupe rédutif, et
soit χ un aratère du groupe des omposantes de son entre Z(K)/Z◦(K). Soit
Kˆ
0
χ l'ensemble des faiseaux aratères uspidaux sur K, à isomorphisme près, sur
lesquels Z(K)/Z◦(K) agit par χ.
 Si K est semi-simple et quasi-simple, Lusztig a déterminé expliitement pour
haque χ si Kˆ0χ est vide ou non vide.
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 Si K est produit diret des groupes semi-simples et quasi-simples, K = K1 ×
· · · ×Kn, alors Kˆ0χ est non vide si et seulement si (Kˆi)
0
χ|Ki
est non vide pour
tout i.
 Si K est un quotient entral d'un produit diret K˜ des groupes semi-simples
et quasi-simples, soit π : K˜→ K l'appliation quotient. Alors Kˆ0χ est non vide





 Si K est non semi-simple, alors Kˆ
0
χ est non vide si et seulement si (
̂K/Z◦(K))0χ
l'est.
(En fait, il est également possible d'obtenir un paramétrage expliite de Kˆ
0
χ au
moyen de e proédé, mais nous n'en aurons pas besoin dans la suite.)
Les observations suivantes nous seront utiles :
Lemme 5.1. Tout sous-groupe de Lévi d'un groupe algébrique quasi-simple possède
au plus un fateur quasi-simple de type diérent de A.
Démonstration. Le graphe de Dynkin d'un groupe quasi-simple et non de type A
doit ontenir soit une arête de multipliité 2 ou 3, soit un n÷ud de valene 3. Chaque
graphe de Dynkin simple ontient au plus une telle arête ou un tel n÷ud. 
Corollaire 5.2. Si G est quasi-simple et à entre onnexe, alors tout sous-groupe
de Lévi L admettant un faiseau aratère uspidal est quasi-simple et non de type
A.
Les résultats de la lassiation sont résumés dans la Table 1. Pour haque sous-
groupe de Lévi L qui possède une paire uspidale (Σ, E), nous indiquons dans la
troisième olonne le type du groupe M = Z◦
L
(σ), où σ ∈ Σss. Lorsque L possède
plusieurs paires uspidales, il y a plusieurs possibilités pourM.△ désigne l'ensemble
des nombres triangulaires, et  désigne l'ensemble des nombres arrés.
Les as où la aratéristique est 2 et L = G est de type F4 ou E8 ne sont
pas traités dans la table. Ce sont les seuls as pour lesquels l'hypothèse de netteté
(lean au sens de Lusztig) n'est pas enore onnue (voir [8℄).
5.1. Quotients du groupe linéaire spéial. Le entre de SLn+1 est ylique de
ardinal (n+1)p′ , où (n+1)p′ est le plus grand diviseur de n+1 que p ne divise pas.
Soit d un entier qui divise (n + 1)p′ , et notons µd le sous-groupe ylique entral
de ardinal d. Tout groupe semi-simple et quasi-simple de type An est isomorphe à
SLn+1/µd pour un ertain d. Ensuite, tout sous-groupe de Lévi de SLn+1 est de la
forme
S(GLn1 × · · · ×GLnj ) où n1 + · · ·+ nj = n,
et où S(·) signie le sous-groupe des éléments à déterminant 1. Son entre a
pgcd(n1, . . . , nj)p′ omposantes, et son image dans SLn+1/µd a pgcd(n1, . . . , nj , (n+
1)p′/d) omposantes.
Un groupe de type An admet un faiseau aratère uspidal si et seulement si son
entre admet un aratère d'ordre n+1. Pour que l'image de S(GLn1 ×· · ·×GLnj )
dans SLn+1/µd admette un faiseau aratère uspidal, alors, il faut et il sut que
ni divise pgcd(n1, . . . , nj, (n+ 1)p′/d) pour tout i. Mais ela implique que
n1 = · · · = nj = pgcd(n1, . . . , nj, (n+ 1)p′/d).
Posons r = n1 − 1 = · · · = nj − 1. Alors on voit que r + 1 divise (n + 1)p′/d, et




































SLn+1/µd, d | (n+ 1)p′ (Ar)
(n+1)/(r+1), (r + 1)d|(n+ 1)p′ , (Ar)
(n+1)/(r+1)
Spin2n+1 (p 6= 2) Br+s × (A1)
(n−(r+s))/2, 2r + 1, 2s ∈ △ Br ×Ds × (A1)
(n−(r+s))/2
SO2n+1 Br+s, 2r + 1, 2s ∈  (p 6= 2) Br ×Ds (p 6= 2),
Br, r ∈ 2△ (p = 2) Br
Sp2n (p 6= 2) Cr+s, r + s /∈ 2Z, r, s ∈ △ Cr × Cs
PSp2n Cr+s, r + s ∈ 2Z, r, s ∈ △ (p 6= 2) Cr × Cs
Cr, r ∈ 2△ (p = 2) Cr
Spin2n (p 6= 2) Dr+s × (A1)
(n−(r+s))/2, 2r, 2s ∈ △ Dr ×Ds × (A1)k
1
2Spin2n, n ∈ 2Z (p 6= 2) Dr+s × (A1)
(n−(r+s))/2, 2r, 2s ∈ △ Dr ×Ds × (A1)(n−(r+s))/2
SO2n (p 6= 2) Dr+s, r + s ∈ 4Z+ 2, 2r, 2s ∈  Dr ×Ds
PSO2n Dr+s, r + s ∈ 4Z, 2r, 2s ∈  (p 6= 2) Dr ×Ds
Dr, r ∈ 4 (p = 2) Dr
Esc6 (p 6= 3) (A2)
2 (A2)
2
E6 A5 ×A1 (p 6= 2),E6
Ead6 D4 (A1)
4 (p 6= 2),D4 (p = 2)
E6 (A2)
3 (p 6= 3),E6 (p = 3)
Esc7 (p 6= 2) (A1)
3
(voir l'expliation dans le texte) (A1)
3
E7 A5 ×A2 (p 6= 3),E7 (p = 3)
Ead7 D4 (A1)
4 (p 6= 2),D4 (p = 2)
E6 (A2)
3 (p 6= 3),E6 (p = 3)
E7 (A3)
2 × A1 (p 6= 2),E7 (p = 2)
E8 D4 (A1)
4 (p 6= 2),D4 (p = 2)
E6 (A2)
3 (p 6= 3),E6 (p = 3)
E7 (A3)
2 × A1 (p 6= 2),E7 (p = 2)
E8 (p 6= 2) (A4)2,A5 ×A2 ×A1,D5 ×A3,D8,E6 ×A2,E7 ×A1,E8
F4 B2 (A1)
2 (p 6= 2),B2 (p = 2)
F4 (p 6= 2) C3 ×A1,A2 ×A2,A3 ×A1,B4,F4
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aratère uspidal si et seulement s'il est de type
Ar × · · ·Ar,︸ ︷︷ ︸
(n+ 1)/(r + 1) fateurs
où (r + 1) | (n+ 1)p′/d.
5.2. Les groupes lassiques. En aratéristique 2, tout groupe lassique est iso-
morphe au groupe adjoint du même type. Ces groupes-là seront onsidérés dans la
prohaine setion ; pour le moment, supposons que p 6= 2.
Considérons d'abord les groupes spéiaux orthogonaux impairs SO2n+1. Il est
bien onnu que tout sous-groupe de Lévi L de SO2n+1 est de la forme SO2k+1 ×
GLn1 × · · · × GLnj , où (2k + 1) + 2n1 + · · · + 2nj = 2n + 1. Mais GLni n'admet
pas de faiseau aratère uspidal sauf si ni = 1, et don pour que L en admette
un, il doit être de la forme SO2k+1 × S, où S est un tore. En partiulier, on a
L/Z◦(L) ≃ SO2k+1, et Lusztig a dérit en [5, 23.2()℄ des onditions néessaires
sur k pour que SO2k+1 admette un faiseau aratère uspidal.
Pour G = Sp2n, le même argument permet de se ramener à [5, 23.2(b)℄ ; et pour
G = SO2n, à [5, 23.2(d)℄.
5.3. Les groupes adjoints de type lassique. Selon le Corollaire 5.2, il sut
de onsidérer les sous-groupes de Lévi L qui sont quasi-simples et du même type
que G. Si G = PSpm (resp. G = PSOm), alors il s'ensuit que L/Z
◦(L) ≃ PSpk
(resp. L/Z◦(L) ≃ PSOk) pour un ertain k ≤ m (rappelons que L est à entre
onnexe). Si p 6= 2, on se réfère à [5, 23.2(a),()℄ pour trouver les onditions
neessaires sur k. Si p = 2, les résultats analogues se trouvent en [5, 22℄.
5.4. Les groupes Spin et 12Spin. Considérons d'abord le groupe Spin2n+1. Son
entre est de ardinal 2, et don a priori il est possible qu'un sous-groupe de Lévi
ontenant des fateurs de type A1 puisse admettre un faiseau aratère uspidal.
Notons P son réseau des poids, et Q son réseau radiiel. On peut identier Q ave
Zn, et P ave le réseau engendré par Q et l'élément
λ = (12 ,
1




ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) (1 dans la i-ème oordonnée),
et prenons {e1−e2, e2−e3, . . . , en−1−en, en} omme l'ensemble des raines simples.
Soit L un sous-groupe de type Bk × (A1)j . On peut supposer que l'ensemble des
raines simples de L est
{e1 − e2} ∪ {e3 − e4} ∪ · · · ∪ {e2j−1 − e2j} ∪
{en−k+1 − en−k+2, en−k+2 − en−k+3, . . . , en−1 − en, en},
où n − k + 1 > 2j. Le groupe Z(L)/Z◦(L) possède un aratère non trivial si et
seulement si un multiple de λ appartient au réseau radiiel de L. Il est don lair
que Z(L) est non onnexe si et seulement si 2j = n − k. Ensuite, si 2j = n − k,
alors L admet un faiseau aratère uspidal si et seulement si le groupe Spin2k+1
en admet un. Pour e dernier, Lusztig a donné les onditions sur k en [5, 23.2(e)℄.
Les arguments pour les groupes Spin2n et
1
2Spin2n sont semblables. Pour eux-i,
on peut identier le réseau radiiel Q ave l'ensemble {(m1, . . . ,mn) ∈ Zn :
∑
mi ∈
2Z}. Le réseau des poids P de Spin2n est engendré par Q et les deux éléments
λ = (12 ,
1
2 , . . . ,
1
2 ) et µ = (0, . . . , 0, 1).







Tab. 2. Sous-groupes de Lévi quasi-simples et non de type A dans
les groupes exeptionnels
Le réseau des poids de
1
2Spin2n est engendré par Q et λ seul. L'ensemble des raines
simples est {e1−e2, e2−e3, . . . , en−1−en, en−1+en}. Considérons d'abord un sous-
groupe de Lévi L de type Dk × (A1)j , dont les raines simples sont
{e1 − e2} ∪ {e3 − e4} ∪ · · · ∪ {e2j−1 − e2j} ∪
{en−k+1 − en−k+2, en−k+2 − en−k+3, . . . , en−1 − en, en},
où n− k + 1 > 2j. Le poids µ ne joue auun rle dans la question, ar le aratère
du entre de G orrespondant est de restrition nulle aux fateurs de type A1.
Quant à λ, le même alul qu'on a fait pour Spin2n+1 montre qu'il donne lieu
à un aratère non trivial de Z(L)/Z◦(L) si et seulement si 2j = n − k. Si G =
Spin2n (resp.
1
2Spin2n), son sous-groupe de type Dk×(A1)
(n−k)/2
admet un faiseau
aratère uspidal si et seulement si Spin2k (resp.
1
2Spin2k) en admet un. Pour e
dernier, voir [5, 23.2(e),(f)℄.
Enn, si n est impair, le entre de Spin2n est ylique de ardinal 4 ; en eet,
P/Q est engendré par l'image de λ, et on a 2λ ≡ µ (mod Q). On est don obligé
de onsidérer aussi les sous-groupes de Lévi L ontenant des fateurs de type A3.
Pourtant, le alul du paragraphe préédent montre que le aratère du entre
orrespondant à µ est toujours de restrition nulle aux fateurs de type A. Par
onséquent, bien que le aratère orrespondant à λ soit d'ordre 4, sa restrition
aux fateurs de type A n'est que d'ordre 2. Un tel L n'admet don pas de faiseau
aratère uspidal.
5.5. Les groupes adjoints de type exeptionnel. D'après le Corollaire 5.2, il
sut de onsidérer les sous-groupes de Lévi quasi-simples et non de type A. Tous
les tels groupes sont indiqués dans la Table 2.
Parmi eux-i, les groupes adjoints de type B3, C3,D5,D6,D7 n'admettent pas de
faiseaux aratères uspidaux [5, 22,23.2(a),()℄. Tous les autres en admettent au
moins un. Les groupes de type B2 et D4 en aratéristique 2 sont traités en [5, 22℄,
et en aratéristique impaire dans la Proposition 23.2() de lo. it.. Pour la liste des
M possibles dans E6, E7, E8, F4, G2, respetivement, voir les Propositions 20.3(a),
20.3(), 21.2, 21.3, 20.6 de [5℄.
5.6. Le groupe simplement onnexe de type E6. Si p = 3, E
sc
6 est isomorphe
à Ead6 . Supposons don que p 6= 3. Puisque le entre de E
sc
6 est de ardinal 3, on
sait que pour tout sous-groupe de Lévi L, le ardinal de Z(L)/Z◦(L) égale soit 1,
soit 3. Parmi les sous-groupes gurant dans la Table 2, eux de type D4 et D5 sont
à entre onnexe (pare qu'un groupe quasi-simple de type D ne peut pas avoir un
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entre à 3 omposantes) et don ont déjà été traité. Pour Esc6 lui-même, voir [5,
Proposition 20.3℄.
Nous devons maintenant onsidérer les sous-groupes de Lévi non quasi-simples
ontenant un fateur de type A2. Il y en a deux, de types A2 et A2×A2. Un alul
semblable à eux que l'on a fait pour les groupes Spin montre que le sous-groupe de
Lévi de type A2 est à entre onnexe. (Il sut de vérier, d'après les desriptions
en [3℄ des réseaux de poids et des réseaux radiiels, qu'il n'existe pas de poids qui
n'est pas dans le réseau radiiel de A2 mais dont un multiple y est). Par ontre,
le entre de A2 × A2 est à 3 omposantes, et don e groupe-i admet un faiseau
aratère uspidal.
5.7. Le groupe simplement onnexe de type E7. Si p = 2, E
sc
7 est isomorphe
à Ead7 . Supposons don que p 6= 2. Le entre de E
sc
7 est alors de ardinal 2. Il n'est
pas don aussi faile qu'en Esc6 de onlure que les divers sous-groupes propres de
Lévi gurant dans la Table 2 sont à entre onnexe. Il faut plutt vérier e fait
dans haque as par un alul dans le réseau des poids, en utilisant les données
de [3℄.
Des aluls semblables montrent que le seul sous-groupe de Lévi (à onjugaison
près) ontenant des fateurs de type A1 et possédant une paire uspidale est elui
de type A1 ×A1 ×A1 qui orrespond au graphe suivant :
•
◦ ◦ ◦ • ◦ •
(Esc7 possède plusieurs sous-groupes de Lévi non onjugués de type A1 × A1 × A1.
Les autres sous-groupes de e type n'ont pas de faiseaux aratères uspidaux).
6. Classes de Conjugaison de Sous-groupes de Lévi dans le
Centralisateur d'un Élément semi-simple
On garde les notations de la setion préédente : G est un groupe rédutif,
L = ZG(T1) est un sous-groupe de Lévi qui possède une paire uspidale (Σ, E), et
M = Z◦
L
(σ), où σ ∈ Σss. Rappelons la dénition de l'ensembleM qu'on a introduit
à la Setion 3 :
M = {Mx : x ∈ G, x





À e moment-là, nous avons remarqué que M se répartit en un nombre ni de
lasses de onjugaison sous H.
Remarque 6.1. À la Setion 3, la notation σ désignait un élément de G onjugué
à un élément de Σss. Ii, on l'a supposé dans Σss. Il est lair qu'auune perte de
généralité n'en résulte.
Cette setion est onsarée à la preuve du théorème suivant :




7 , alors tous les membres de M sont onjugués sous H. Si G est l'un
de es quatres groupes, alors M se répartit en une ou deux lasses de onjugaison
sous H.
Il est à rappeler (voir la Remarque 3.1) que tous les membres de M sont onju-
gués sous G et don isomorphes.
LOCALISATION DE FAISCEAUX CARACTÈRES 21
Remarque 6.3. Soit x ∈ G est tel que x−1σx ∈ Σss, et posons σ′ = x−1σx. On
sait, d'après la Remarque 3.1, que σ et σ′ sont onjugués (dans L) à multipliation
par un élément de T1 près. Il y a don un f ∈ L et un z ∈ T1 tel que f−1σ′f =




, et don que Mxf = Mx. On ne s'intéresse qu'à la lasse de
onjugaison de e dernier groupe, et don on peut supposer, sans perte de généralité,
que x−1σx = zσ, ave z ∈ T1.
6.1. Les as triviaux. Si L = G, alors on a H = M = Mx pour tout x, et il n'y
a rien à démontrer. En partiulier, le théorème est don vrai dans les as suivants :
G = L M
E6 A5 ×A1, (A2)3,E6
E7 A5 ×A2, (A3)2 ×A1,E7
E8 (A4)
2,A5 ×A2 ×A1,D5 ×A3,D8,E6 ×A2,E7 ×A1,E8
F4 C3 ×A1,A2 ×A2,A3 ×A1,B4,F4
G2 A1 ×A1,A2,G2
6.2. Graphes de Dynkin. Soient ∆G, ∆L, ∆H, ∆M et ∆Mx les graphes de Dyn-
kin des groupes orrespondants, et soient ∆˜G et ∆˜L les graphes de Dynkin om-
plétés de G et de L. Rappelons que le graphe de Dynkin d'un sous-groupe de Lévi
(resp. du entralisateur d'un élément semi-simple) peut être identié à un sous-
graphe, unique à onjugaison sous le groupe de Weyl près, du graphe de Dynkin
(resp. graphe de Dynkin omplété) du groupe de départ. On a don les inlusions
suivantes :
∆L ⊂ ∆G et ∆Mx ⊂ ∆H ⊂ ∆˜G,
On sait déjà que ∆M ≃ ∆Mx pour tout x. Pour montrer que tous les Mx sont
onjugués dans H, il sut de montrer que les sous-graphes ∆Mx de ∆H sont onju-
gués par le groupe de Weyl de H. En partiulier, si tous les sous-graphes de ∆H
isomorphes à ∆M soient onjugués, alors le théorème s'ensuit.
Il arrive parfois que ∆˜G (et don ∆H) ne ontienne qu'un seul sous-graphe
isomorphe à ∆M. Dans es as-là, il n'y a rien à démontrer, et le résultat est
immédiat.
6.3. Les groupes de type A et les groupes exeptionnels. Si G est de type
An, alors tout entralisateur d'un élément semi-simple est en fait de Lévi, et on
peut don se restreindre à onsidérer le graphe de Dynkin non omplété ∆G. M
est de type (Ar−1)
(n+1)/r
. Si l'on note α1, . . . , αn les n÷uds de ∆G, il est lair que
l'unique sous-graphe de type (Ar−1)
(n+1)/r
est elui qui ontient les n÷uds
α1, . . . , αr−1;αr+1, . . . , α2r−1; . . . ;α(n+1)/r−r+1, . . . , αn.
Supposons maintenant que (G,L,M) est l'un des triplets qui gurent dans la
Table 3. Dans les as où il n'y a auune mention sous l'en-tête remarque, le graphe
∆˜G ne ontient qu'un seul sous-graphe isomorphe à ∆M.
Dans les trois as qui portent la mention (∗), ∆˜G ontient d'autres sous-graphes
isomorphes à ∆M, et il faut don faire un argument supplémentaire. Considérons
le as où G et de type E7 et M de type (A1)
4
. Le groupe ne peut pas être un
sous-groupe de Lévi de G : on sait que M admet un faiseau aratère uspidal,
mais selon la Table 1, G n'a pas de sous-groupe de Lévi isogène à M qui en admet
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• • ◦ • • ◦ ◦ • •
E6 D4 A1 ×A1 ×A1 ×A1
•
◦




◦ • • • ◦
E7 D4 A1 ×A1 ×A1 ×A1 ◦• ◦ • ◦ • ◦ • (∗)
D4 D4 •◦ ◦ • • • ◦ ◦
E6 A2 ×A2 ×A2 •• • ◦ • ◦ • •
E6 E6
•
◦ • • • • • ◦
E8 D4 A1 ×A1 ×A1 ×A1 •◦ ◦ ◦ • ◦ • ◦ • (∗)
D4 D4 •◦ • • • ◦ ◦ ◦ ◦
E6 A2 ×A2 ×A2 ◦• • ◦ • • ◦ • •
E6 E6
•
• • • • • ◦ ◦ ◦
E7 A3 ×A3 ×A1 •• ◦ • • ◦ • • •
E7 E7
•
• • • • • • ◦ ◦
F4 B2 A1 ×A1 • ◦ •〉◦ ◦ (∗)
B2 B2 ◦ ◦ •〉• ◦
Tab. 3. Groupes exeptionnels




• ◦ • ◦ • ◦ ◦
•
◦ ◦ • ◦ • ◦ •
•
• ◦ • ◦ ◦ • ◦
•
◦ • ◦ ◦ • ◦ •
•
• ◦ • ◦ ◦ ◦ •
•
• ◦ ◦ ◦ • ◦ •
et
◦
• ◦ • ◦ • ◦ •
Les six premiers sous-graphes sont tous onjugués sous le groupe de Weyl de G, et
haun des quatre premiers sous-graphes est ontenu dans un sous-graphe de type
E7, et orrespond don à un sous-groupe de Lévi. Seul le dernier orrespond à un
sous-groupe qui n'est pas de Lévi ; elui-là doit être égal à ∆M.
Un argument semblable permet de traiter les autres as marqués (∗) : dans
haque as, on trouve d'après la Table 1 que M n'est pas un sous-groupe de Lévi
de G, et que ∆˜G n'a qu'un seul sous-graphe isomorphe à ∆M dont le sous-groupe
orrespondant n'est pas de Lévi. Ce sous-graphe-là est don forément égal et à
∆M. En partiulier, ∆M est seul dans sa lasse de onjugaison sous le groupe de
Weyl G, et don sous elui de H.
Le théorème est maintenant démontré dans tous les as gurant dans la Table 3.
6.4. Les groupes lassiques. Supposons maintenant que G est l'un des groupes
SO2n+1, Sp2n, ou SO2n. Dans les groupes lassiques, nous pouvons tirer prot du
fait que tout sous-groupe de Lévi se déompose en produit diret de son sous-groupe
dérivé et d'un tore. En partiulier, on a
L ≃ Lder ×T1.
De plus, L se plonge dans un sous-groupe rédutif
Lder × L1 ⊂ G
où L1 est semi-simple, quasi-simple et du même type que G, et où T1 est un tore
maximal de L1. Le groupe L1 se dérit omme suit : si G = SON (resp. G = SpN ),
alors il y a un entier positif M ≤ N tel que Lder ≃ SOM (resp. Lder ≃ SpM ), et on
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a que L1 ≃ SON−M (resp. L1 ≃ SpN−M ). Il est à noter que Lder ×L1 n'est pas en
général de Lévi.
Si y est un élément d'un groupe lassique, on note E(y) l'ensemble (ave mul-
tipliités) de ses valeurs propres. Si l'on déompose un élément y ∈ Lder × L1 en
un produit y = d × t, où d ∈ Lder et t ∈ L1, alors E(y) = E(d) ∪ E(t). Enn,
rappelons que dans tout groupe lassique quasi-simple, deux éléments semi-simples
sont onjugués si et seulement s'ils ont les mêmes valeurs propres ave les mêmes
multipliités.
Imposons l'hypothèse de la Remarque 6.3, et reprenons ses notations : σ′ =
x−1σx = zσ, où z ∈ T1. Érivons σ omme un produit d · t, où d ∈ Lder et t ∈ T1,
et de même pour σ′ = d′ · t′. Puisque de telles déompositions sont uniques, l'égalité
σ′ = zσ implique que
d′ = d et t′ = zt.
Puisque σ et σ′ sont onjugués, on sait que E(σ) = E(σ′), et puis il s'ensuit que
E(t) = E(zt). Il existe don un k ∈ NL1(T1) tel que ktk
−1 = zt. Puisque k ommute
ave Lder, on a maintenant
kσk−1 = kdtk−1 = zdt = σ′.
Posons h′ = xk ; alors h′σh′−1 = σ. D'autre part, on a que h′T1h
′−1 = xT1x
−1
(ar k normalise T1), et don
(21) h′Mh′−1 = Mx.
L'élément h′ appartient au groupe éventuellement non onnexe ZG(σ). Il reste de
démontrer qu'on peut remplaer h′ par un élément de H.
Considérons le groupe non onnexe Om. Il est lair que pour tout tore S ⊂ SOm,
il existe un élément dans la omposante non neutre de Om qui ommute ave S. Par
onséquent, si S est un tore dans un produit quelonque des Om, des Spm, et des
GLm, alors toute omposante ontient un élément ommutant ave S. Le groupe
ZG(σ) est un sous-groupe d'un tel produit, et don dans la omposante de ZG(σ)
ontenant h′, il existe un élément r qui entralise le tore x−1T1x. Cette dernière
ondition implique que r normaliseMx. Ensuite, posons h = r
−1h′. Cet élément est
forément dans la omposante neutre de ZG(σ), i.e., dans H. Il s'ensuit maintenant
de (21) que hMh−1 = Mx. M et Mx sont don onjugués sous H.
Remarque 6.4. Au ours de ette preuve, l'hypothèse que L et M admettent des
faiseaux aratères uspidaux n'a joué auun rle. Cela nous aidera plus tard à
traiter les groupes simplement onnexes de type lassique.
6.5. Les groupes adjoints de type lassique. Supposons que G est l'un des
groupes PSp2n ou PSO2n. La preuve pour es groupes-i onsiste à se ramener au as
des groupes lassiques. Posons G˜ = Sp2n ou SO2n, respetivement, et soit π : G˜→
G l'appliation quotient naturelle. Soit T˜1 la omposante neutre de π
−1(T1), et
posons L˜ = Z
G˜
(T˜1) et Σ˜ss = π
−1(Σss). Ensuite, hoisissons un point σ˙ ∈ π−1(σ),
ainsi qu'un x˙ ∈ π−1(x) pour tout x ∈ G tel que x−1σx ∈ Σss. On a don x˙−1σ˙x˙ ∈
Σ˜ss. Enn, posons M˜x˙ = ZH˜(x˙T˜1x˙
−1). L'ensemble Σ˜ss est soit onnexe, soit à deux
omposantes. Essayons d'abord de mieux le omprendre.
Soit C ⊂ L/T1 la lasse de onjugaison dont Σss est l'image réiproque, et
onsidérons l'appliation q : L˜/T˜1 → L/T1. L'ensemble C˜ = q−1(C) ontient une
ou deux lasses de onjugaison et une ou deux omposantes. D'une part, toute lasse
de onjugaison dans L˜/T˜1 est onnexe ; d'autre part, la réunion de deux lasses de
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onjugaison de même dimension est forément non onnexe. On onlut que haque
omposante de C˜ est une lasse de onjugaison. Ensuite, l'appliation r : L˜→ L˜/T˜1
étant à noyau onnexe, on voit que l'opération d'image réiproque sous r préserve
le nombre de omposantes. Don haque omposante de Σ˜ss = r
−1(C˜) est l'image
réiproque d'une seule lasse de onjugaison dans L˜/T˜1.
Si Σ˜ss est onnexe, alors tous les M˜x˙ sont onjugués sous H˜ (ar le théorème est
déjà établi pour G˜), et don leurs images Mx sont onjugués sous H.





Ensuite, denissons deux sous-ensemble M+,M− ⊂M par
M± = {Mx : x˙
−1σ˙x˙ ∈ Σ˜±ss}.
Il est à noter que ette répartition deM en deux sous-ensembles est bien dénie, i.e.,
indépendante des hoix des éléments x˙ et σ˙. Tous les membres de M+ (resp.M−)
sont onjugués sous H, puisque les M˜x˙ orrespondants sont onjugués sous H˜.
Parfois, les membres de M+ et de M− deviennent onjugués sous H, mais il
est également possible qu'ils restent non onjugués. Par exemple, supposons que
G˜ = SO4r et M˜ = L˜ ≃ SO2r × T˜1. Soit σ˙ l'élément (−1, 1) ∈ SO2r × T˜1. Alors
H˜ ≃ SO2r × SO2r. Remarquons que les éléments σ˙ et −σ˙ ont les mêmes valeurs
propres (ave les mêmes multipliités) ; ils sont don onjugués dans G˜. En eet,
soit x˙ ∈ G˜ une matrie de permutation telle que la onjugaison par x˙ éhange les
deux fateurs de H. On a alors x˙−1σ˙x˙ = −σ˙. Il est lair que x˙M˜x˙−1 et M˜ ne sont
pas onjugués dans H. Au ontraire, l'image x de x˙ dans PSO4r entralise l'image
σ de σ˙. Par onséquent, les images de M˜ et de xM˜x−1, qui restent non onjugués,
appartiennent tous les deux à M.
6.6. Les groupes Spin et 12Spin. Si G est l'un des groupes Spinm ou
1
2Spin4m,
posons G¯ = SOm ou PSO4m, respetivement. G¯ est don un quotient de G par un
sous-groupe entral de ardinal 2. Dénissons L¯, T¯1, H¯, Σ¯ss et M¯x omme étant les
images dans G¯ de L, T1, H, Σss et Mx. Le théorème étant déjà établi pour SOm
et PSO4m, on sait que les M¯x se répartissent en une ou deux lasses de onjugaison
sous H¯.
Ainsi que nous l'avons remarqué à la Setion 6.2, les questions de onjugaison
de sous-groupes de Lévi se résolvent au niveau du graphe de Dynkin : deux sous-
groupes de Lévi sont onjugués si et seulement si leur sous-graphes orrespondants
sont onjugués par le groupe de Weyl. Les Mx et les M¯x étant des sous-groupes
de Lévi orrespondants de H et H¯, on voit que la répartition des Mx en lasses de
onjugaison sous H oïnide ave elle des M¯x sous H¯.
6.7. Le as G = E6, L = M = (A2)
2
. Imposons les hypothèses et prenons les
notations de la Remarque 6.3 : on a σ′ = x−1σx = zσ pour un ertain z ∈ T1.





• • ◦ • •
•
•
• • ◦ ◦ ◦
•
•
◦ ◦ ◦ • •
Si ∆H ne ontient qu'un de es trois graphes, alors le résultat se déduit des argu-
ments de la Setion 6.2. Le seul sous-graphe propre de ∆˜G qui en ontient au moins
deux est de type (A2)
3
, et elui-i les ontient tous les trois. Supposons désormais
que H est de type (A2)
3
.
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Le groupe H est don un quotient entral de (SL3)
3
. Notons µ3 le groupe des
raines troisièmes de l'unité, identié ave le groupe des matries salaires dans
(i.e., le entre de) SL3. Nous montrons maintenant que
H ≃ (SL3 × SL3 × SL3)/µ
∆
3 ,
où µ∆3 est l'image du plongement diagonal µ3 →֒ µ3 × µ3 × µ3. Soit K le noyau de
l'appliation (SL3)
3 → H. D'une part, on sait que |Z(G)| = 3, et don |Z(L)/Z◦(L)|
doit diviser 3, mais si K était trivial (et don H ≃ (SL3)
3
), on pourrait en déduire
que |Z(L)/Z◦(L)| = |Z(SL3 × SL3)| = 9. D'autre part, si |K| valait 9 ou 27, il est
faile de voir que L serait à entre onnexe, mais pour qu'un groupe de type (A2)
2
admette un faiseau aratère uspidal, il ne doit pas être à entre onnexe. On
onlut que |K| = 3, et sans perte de généralité, on peut identier K ave µ∆3 .
Par un léger abus de notation, nous allons érire des triplets (a, b, c) ∈ (SL3)3
pour désigner des éléments de H. Soit ω ∈ µ3 une raine primitive troisième de
l'unité. Le entre de H est l'ensemble {(a, b, c) : a, b, c ∈ µ3}, où on a, bien sûr,
l'identiation (ω, ω, ω) = (1, 1, 1).
Notons T le groupe des matries diagonales dans SL3, et soit M1, M2, et M3 les
images dans H de SL3×SL3×T, T×SL3×SL3, et SL3×T×SL3, respetivement.
Ces derniers sont des sous-groupes de Lévi de H orrespondant aux trois graphes
i-dessus. Tout sous-groupe de Lévi de H de type (A2)
2
est onjugué à l'un de es
trois. Supposons, sans perte de généralité, que M = M1 et que Mx est égal à l'un
de M1, M2, M3. Notre but est don de démontrer que Mx = M1.
Soit U une représentation irrédutible de G de dimension 27, et soit V la repré-
sentation naturelle de SL3 de dimension 3. Alors
U |H ≃ V ⊗ V
∗ ⊗ k︸ ︷︷ ︸
U1
⊕ k ⊗ V ⊗ V ∗︸ ︷︷ ︸
U2
⊕V ∗ ⊗ k ⊗ V︸ ︷︷ ︸
U3
.
On a Ui = U
Z◦(Mi)
pour i = 1, 2, 3. (Ii UZ
◦(Mi)
désigne le sous-espae de U sur
lequel Z◦(Mi) agit trivialement).
Un élément (a, b, c) ∈ Z(H) agit sur U1 (resp. U2, U3) par le salaire ab
−1
(resp. bc−1, ca−1). Nous pouvons maintenant identier Z(G) omme sous-groupe
de Z(H) : 'est l'ensemble des éléments qui agissent sur U par un salaire,i.e.,
l'ensemble des triplets (a, b, c) où ab−1 = bc−1 = ca−1 :
Z(G) = {(1, 1, 1), (1, ω, ω2), (1, ω2, ω)}.
Bien sûr, on a σ ∈ Z(H) ; par ontre, σ /∈ Z(G) (ar H = Z◦
G
(σ)). Il y a don six
possibilités pour σ :
(22)
(1, 1, ω), (1, ω, 1), (1, ω2, ω2)
(1, 1, ω2), (1, ω, ω), (1, ω2, 1)
Il est à noter que haque élément de Z(H) r Z(G) agit sur les trois omposantes
U1, U2, U3 par trois salaires diérents.
Montrons maintenant que σ′ ∈ Z(H) r Z(G) aussi. On sait que σ′ = zσ ave














 , où c′1c′2c′3 = 1.
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Cet élément agit sur U1 par le salaire ab
−1
, et ses valeurs propres sur U2 (resp. U3)












), haune ave multipliité 3. Mais












1 sur trois raines troisièmes de l'unité implique qu'elles sont soit toutes égales,
soit toutes distintes. Mais si elles étaient toutes distintes, σ′ aurait trois valeurs





3, i.e., que c
′
soit une matrie salaire, et don que σ′ ∈ Z(H).
Puisque σ agit sur U1 = U
Z◦(M)
par ab−1, il faut que σ′ agisse sur UZ
◦(Mx)
par
ab−1. Mais σ′ agit sur U1 par ab
−1
, et par d'autres salaires sur U2 et U3. On en
déduit que UZ
◦(Mx) = U1, et don que Mx = M.
6.8. Le as G = E7, L = M = (A1)
3
. Les hypothèses et notations de la Re-
marque 6.3 restent en vigueur.
Rappelons que E7 ontient plusieurs lasses de onjugaison de sous-groupes de
Lévi de type (A1)
3
, dont une seule admet des faiseaux aratères uspidaux. Le
graphe de Dynkin omplété ∆˜G ontient deux sous-graphes orrespondant à ette
lasse de onjugaison :
•
• ◦ • ◦ ◦ ◦ ◦
•
◦ ◦ ◦ ◦ • ◦ •
Il s'ensuit que M se répartit en au plus deux lasses de onjugaison sous H. Nous
démontrons par exemple maintenant que les membres de M ne sont pas forément
tous onjugués.
Prenons pour H l'unique sous-groupe (à onjugaison près) de type A3×A1×A3.
H est don un quotient de SL4 × SL2 × SL4.
Soit K1 l'image de SL4×SL2×T dans H, et K2 l'image de T×SL2×SL4. Soit
M1 (resp.M2) le sous-groupe de Lévi (unique à onjugaison près) de K1 (resp. K2)
de type (A1)
3
. Supposons, sans perte de généralité, que M = M1. Il est lair que
M2 n'est pas onjugué à M dans H.
Puisque |Z(G)| = 2, on sait que |Z(K1)/Z◦(K1)| ≤ 2. D'autre part, le fait que
son sous-groupe de Lévi M1 admette un faiseau aratère uspidal implique que
|Z(K1)/Z◦(K1)| = 2.
Expliitons le entre de H. C'est un quotient de µ4×µ2×µ4. Des onsidérations
semblables à elles de la setion préédente permettent de trouver expliitement
le noyau de ette appliation, en utilisant le fait que |Z(K1)/Z◦(K1)| = 2 et que
le aratère non trivial du entre de K1 est à restrition non triviale sur haque
fateur quasi-simple de M1. On trouve qu'on peut identier
H ≃ (SL4 × SL2 × SL4)/µ
∆
4 ,
où µ∆4 ⊂ µ4 × µ2 × µ4 est le groupe ylique engendré par (i,−1, i).
En partiulier, on a |Z(H)| = 8. Deux éléments parmi les 8 onstituent Z(G) :
à savoir, les triplets (1, 1, 1) et (−1,−1,−1). L'élément σ doit être l'un des six
éléments qui restent. Érivons un ensemble de représentants de es six éléments :
ordre 4 :





Il est lair que K1 et K2 sont onjugués sous G : leurs sous-graphes dans ∆˜G
sont onjugués. Soit x ∈ G un élément tel que xK1x−1 = K2 et xK2x−1 = K1. La
onjugaison par x préserve H et don Z(H). Puisqu'elle doit également préserver
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le fateur de type A1 dans H, on voit que la onjugaison par x doit stabiliser les
deux éléments d'ordre 2 dans Z(H). (Il est à noter que (1, 1,−1) = (−1, 1, 1) dans
Z(H)).
En résumé, si l'on pose σ = (1, 1,−1) ou σ = (1,−1, 1), il existe un x ∈ G qui
stabilise σ, mais tel que Mx = M2 n'est pas onjugué dans H à M = M1.
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